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Abstract— In this paper, a new nonlinear technique for fundamental matrix estimating is proposed. It is
based on the virtual parallax algorithm. Beside this, the proposed method is a simple minimization problem
because it has a quite reduced search space. Experiments in real images validate the new technique and they
show that it has a good performance comparing to others nonlinear algorithms, but with lower computational
cost.
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Resumo— Neste artigo, um novo método nao-linear para cdlculo da matriz fundamental é proposto. Este
é baseado no método do paralaxe virtual. O método proposto constitui um problema simples de minimizagao,
pois possui um espago de busca bastante reduzido. Experimentos com imagens reais validam o novo método e
mostram resultados semelhantes ao adquiridos com outros algoritmos nao-lineares, mas com bem menos custo

computacional.
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1 Introducao

Duas imagens capturadas por um sistema de visao
estéreo estao relacionadas pela geometria epipolar
(Faugeras and Luong, 2001). Por sua vez, essa ge-
ometria é completamente caracterizada por uma
matriz 3 X 3. Se o sistema esté calibrado, esta ma-
triz é chamada matriz essencial (Longuet-Higgins,
1981) e pode ser facilmente conhecida & partir das
matrizes de projecao das cameras do par estéreo.

Nos métodos clédssicos de calibragao, as ma-
trizes de projecao das cimeras sao obtidas através
do conhecimento prévio das dimensdes 3D (Heik-
kild, 2000) ou 2D (Zhang, 2000) de algum gaba-
rito de calibracao. E desnecessério dizer que, ape-
sar de simples e exatas, as técnicas classicas de
calibragao limitam a autonomia do sistema, pois
sempre que houver uma mudanga nos parametros
das cameras, por exemplo, apds a realizacao de
um zoom, a inspe¢ao visual deve ser interrom-
pida e o gabarito novamente utilizado para cali-
brar o sistema. Em vista disso, muitos novos arti-
gos propuseram algoritmos para calibragao auto-
matica (Sturm, 2001; Dornaika and Chung, 2001)
ou sistemas estereoscépicos sem calibracao (Hen-
gel, 2000). Nestes casos, a geometria epipolar é
descrita pela matriz fundamental, o andlogo nao-
calibrado da matriz essencial, que pode ser esti-
mada a partir de um conjunto inicial de corres-
pondéncia de pontos.

O primeiro algoritmo para recuperacao da ge-
ometria epipolar a partir de um conjunto de cor-
respondéncia de pontos foi proposto por Hesse
(1863) e, alguns anos depois, aperfeicoado por
Sturm (1869). Este método utiliza sete corres-
pondéncias, mas é muito sensivel a ruidos e, por-
tanto, nao tem aplicacao pratica. Mais de 100
anos depois, derivado do trabalho de Longuet-
Higgins (1981) sobre estimagao da matriz essen-
cial, surgiu o método dos 8 pontos. Trata-se de
um método simples, direto e que usa redundancia
para tentar reduzir a influéncia do ruido. Con-
tudo, apenas ap6s o trabalho de Hartley (1997), o
algoritmo de 8 pontos tornou-se exato e bastante
popular. Até hoje, é muito utilizado como ponto
inicial para algoritmos iterativos.

Baseados no trabalho de Faugeras and Lust-
man (1988), Boufama and Mohr (1998) propuse-
ram o método do paralaxe virtual para calculo da
matriz fundamental. Este é baseado na estimagao
da homografia entre duas imagens de um plano
virtual e na deteccao do paralaxe de pontos nao
pertencentes a este plano. Infelizmente, a exati-
dao do método é muito dependente da localizacao
dos pares de correspondéncia de pontos no plano
da imagem.

Neste artigo, exploramos o fato de que o al-
goritmo de Boufama and Mohr (1998) prové uma
boa parametrizacao da matriz fundamental. Esta
funciona bem para epipolos no infinito ou nao. As-
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sim, um algoritmo nao-linear baseado nesta para-
metrizacao é proposto. O algoritmo tem a vanta-
gem de minimizar as distancias dos pontos a reta
epipolar correspondente com um espaco de busca
muito reduzido, pois envolve apenas cinco varia-
veis, ou seja, constitui um problema de minimiza-
¢ao extremamente simples.

Para garantir que o algoritmo sempre convirja
para um minimo, independente da localizagao do
conjunto de correspondéncias, o conceito de cor-
respondéncias virtuais é introduzido. Nesta abor-
dagem, a matriz fundamental usada como ponto
de partida para a minimizagao nao-linear fornece o
conjunto de correspondéncias utilizado na forma-
¢ao das bases projetivas necessarias ao algoritmo.

O método proposto foi testado em diversas
imagens reais e o seu desempenho comparado
com outro algoritmo nao-linear. Os testes mos-
tram que o algoritmo proposto alcanca uma exa-
tidao préoxima as obtidas com outros métodos nao-
lineares, mas, devido ao espago de busca reduzido,
com um custo computacional bem menor.

O restante deste artigo é dividido como segue.
Na secgao 2 é apresentada a notagao utilizada neste
artigo. Em seguida, na secao 3, discute-se méto-
dos utilizados para calcular a matriz fundamental.
O método proposto é discutido na secao 4. Os re-
sultados experimentais sao apresentados na segao
5 e as conclusoes na segao 6.

2 Notagao

Matrizes sao representadas por letras, niimeros ou
simbolos em negrito e constantes por letras, nime-
ros ou simbolos em itdlico. Assim, considerando o
modelo de camera pinhole (Faugeras and Luong,
2001), as coordenadas de um ponto 3D no sistema
de coordenadas do ambiente é apresentado como

M = [z,y,2]T e o ponto correspondente na retina
da imagem como m = [u,v]T. As coordenadas
homogéneas de um ponto x = [z,y,...]7 sdo re-

presentadas por X, isto é, X = [z,y, ...,t]T. Além
disso, uma reta axz+by+ct = 0 é representada por
1 =[a,b,c]T. Finalmente, usamos a prética nota-
cio AT = (AHT = (AT)~! para toda matriz
quadrada inversivel.

3 Estimacao da Matriz Fundamental

A geometria epipolar ja foi descrita em numerosos
artigos como, por exemplo, (Armangué and Salvi,
2003; Zhang, 1998). Basicamente, dado um ponto
M no espaco projetivo 3D, a geometria epipolar
relaciona as projecoes, m e m’, desse ponto nas
imagens I e I’ respectivamente, pela equacao

m'"Fm = 0, (1)

onde F é uma matriz 3 x 3 chamada matriz fun-
damental.

Da equagao (1), vemos que matriz fundamen-
tal pode ser estimada a partir de um conjunto de
correspondéncia de pontos (m;,m}). Desde que
F tem posto 2 e é definida apenas por um fator
de escala, sao necessarias, no minimo, sete cor-
respondéncias para a sua estimagao. Contudo, na
préatica, dispoe-se de mais correspondéncias. As-
sim, pode-se utilizar redundancia para aumentar
a robustez da solugao.

A seguir, sao apresentados alguns métodos
para cdlculo da matriz fundamental. Em espe-
cial, o método do paralaxe virtual é descrito em
detalhes.

3.1 Método do Paralaxe Virtual

Se duas imagens sao projegoes de um plano IT no
espago projetivo 3D, elas estao relacionadas por
uma homografia, H,. Para pontos que nao per-
tencem a II, m’ # AH,m, onde A é fator de es-
cala desconhecido. Esse fato (que representa o
paralaxe) permite estimar um epipolo se H), for
conhecida (Luong and Faugeras, 1996). Assim, a
matriz fundamental pode ser conhecida através da
relagao

F = [¢]H,, (2)

onde [e']x é a matriz anti-simétrica que representa
o produto cruzado com €.

O método do paralaxe virtual proposto por
Boufama and Mohr (1998) é baseado na equagao
(2), mas dispensa o conhecimento prévio de um
plano. Para isto, sao necessérias inicialmente trés
correspondéncias de pontos (m;, m}), i =1, 2 e 3.
Com essas correspondéncias, pode-se formar duas
bases projetivas, ou seja, B = {mj,...,m3,mg} e
B’ = {mj,...,m}, mj}, onde my = m; +my+mj
e mj = mj + m) + mj.

No sistemas de coordenadas definido por B e
B’, H, tem a forma

0
H, = 01, (3)
1

o O R
o O

onde a e 3 sdo constantes desconhecidas e néo-
nulas.

Assim, considerando a equagdo (2) e € =
I* F

[el, el ei]t, a matriz fundamental, F, do sistema

de coordenadas é dada por

R 0 —Be;, €
F=| ae 0 —el | . 4)
—aey, —fe, 0

Agora, F pode ser estimada através de um
método linear (veja (Boufama and Mohr, 1998)
para mais detalhes), semelhante ao método dos
oito pontos, mas que necessita de apenas cinco
correspondéncias de pontos.

Supondo que o novo sistema de coordenadas
relacione-se com o sistema original pelas transfor-
magoes projetivas T), e T;, respectivamente, na
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imagem [ e I’, a matriz fundamental, F, do sis-
tema de coordenadas original é dado por

F =T, FT,. (5)

O método do paralaxe virtual possui diversas
vantagens. Primeiro, a mudanga no sistema de
coordenadas reduz a dimensao do problema. Com
isso, apenas cinco parametros necessitam ser esti-
mados. Entao, obtemos uma solucao resolvendo
um problema simples de autovetor de dimensao
5 x 5. Além disso, a equagdo (4) sempre pro-
duz uma matriz fundamental de posto 2, portanto
esta restrigcao nao precisa ser imposta a posteriori
como no algoritmo dos 8 pontos (Hartley, 1997).

Se os pontos que formam as bases B e B’ esti-
veram bem localizados, a mudanca no sistema de
coordenadas funciona como uma normalizagao se-
melhante a proposta por Hartley (1997) para o al-
goritmo de 8 pontos. Segundo Boufama and Mohr
(1998), isto acontece quando os pontos estdo bem
espalhados pela imagem e o centréide do triangulo
formado pelos pontos my,...,m3 (mj,...,m%) na
imagem I (imagem I’) estd préximo do centréide
do conjunto total de pontos utilizados para encon-
trar F.

3.2 DMeétodo Nao-Linear

Na estimacao da matriz fundamental, melhores
resultados podem ser obtidos utilizando-se méto-
dos nao-lineares que minimizem um critério fisica-
mente mensurdvel (Zhang, 1998). Contudo, isto
nao pode ser realizado com métodos lineares.

Durante o processo de minimizagao, a tnica
informacao disponivel sdo os pares de correspon-
déncias (m;,m}). Assim, o critério a ser mini-
mizado deve ser algo medido no plano de ima-
gem. Uma possibilidade é minimizar a distancia
dos pontos a sua reta epipolar correspondente, ou
seja,

. 2~/ ~ 2/~ T~/
Inblll; [d*(m], Fm;) + d*(m,;, F'm})], (6)

onde d(x;,1;) é a distancia euclidiana do ponto X;
a reta ;.

Uma minimizagao como a da equagao (6) re-
quer uma parametrizacao da matriz fundamental
que imponha a restricao de posto 2 (Hartley and
Zisserman, 2000). Uma parametrizacdo possivel
foi proposta por Luong et al. (1993). Nesta, con-
siderando as coordenadas dos epipolos e = (e, €,)

ee = (e, el), respectivamente, em I e I’ F é ex-

u’» v
pressa por
a b —ae, — be,
F= c d —cey, —de, |,
/ / / /
—ae), —ce,, —be, — de), Fi3

(7)
onde a, b, ¢ e d s@o constantes e Fz3 = (ae, +
be, el + (cey + dey)el.

Na equagao (7), a coluna 3 de F foi expressa
como combinacao linear das colunas 1 e 2. Além
disso, a linha 3 é uma combinacao linear das linhas
1 e 2. Dessa forma, a parametrizagdo (7) é simé-
trica e tem posto 2. Contudo, em alguns casos es-
peciais (Csurka et al., 1997), nao é possivel expres-
sar a coluna 3 como uma combinagao linear das
colunas 1 e 2 (o mesmo pode ser dito com relagao
as linhas). Neste caso, uma outra parametriza-
¢ao, considerando um outro par de linhas\colunas
como sendo independentes, deve ser utilizada. As-
sim, ja que a matriz fundamental possui 3 linhas e
3 colunas, existem um total de 9 mapas de busca
para a minimizacdo. Além disso, para levar em
consideragao que F é definida por um fator de es-
cala, (7) é dividida pelo maior dentre a, b, c e d.
Isto fornece mais 4 mapas de busca. Levando em
consideragao todas as combinagoes possiveis para
a parametrizacao (7), temos um total de 36 ma-
pas de busca. Evidentemente, isto nos conduz a
um algoritmo incomodo e de custo computacional
elevado.

Csurka et al. (1997) demonstraram que, den-
tre os 36 mapas de busca possiveis, o melhor é
aquele que maximiza a norma dada por

(ad —be)®\/(e2 +e2 4+ 1)(e2 +e2 +1).  (8)

Apesar dos inconvenientes, o método com 36
mapas de busca fornece uma solugao muito pré-
xima da étima (Faugeras and Luong, 2001; Har-
tley and Zisserman, 2000; Zhang, 1996). Por isso,
ele é utilizado para testar a eficiéncia do método
proposto.

4 Meétodo Proposto

Como dito na secao 3.1, o método do paralaxe
virtual prové uma parametrizacdo da matriz fun-
damental com apenas 5 varidveis e que garante a
restricao de posto 2. Por isso, propomos estimar a
matriz fundamental minimizando a distancia dos
pontos a reta epipolar correspondente [equacido
(6)], mas com a parametrizacdo da equagao (4).
Esta abordagem tem a vantagem de constituir um
problema de minimiza¢ao bem mais simples que o
da secao 3.2, pois envolve a estimagao de apenas
5 parametros e possui apenas um mapa de busca.

O problema da técnica é a escolha dos pontos
que formaram as bases projetivas necessérias a es-
timagéao (se¢ao 3.1). Como sugerido por Boufama
and Mohr (1998), em cada imagem, os 3 pontos
que compoem a base projetiva devem estar bem
espacados. Além disso, o centrdide do triangulo
formado por esses pontos deve estar préximo ao
centréide do retangulo que envolve o conjunto to-
tal de correspondéncias. De fato, pode-se compro-
var experimentalmente que o algoritmo do para-
laxe virtual produz melhores resultados quando a
localizacao dos pontos que formam a base proje-
tiva é semelhante ao esquema da figura 1. Neste,
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Figura 1: Base projetiva ideal para o algoritmo
paralaxe virtual.

o triangulo formado pela base projetiva tem area
igual a do retangulo que envolve o restante dos
pontos. Além disso, o centréide do triangulo esté
nas mesmas coordenadas do centréide do retan-
gulo. Contudo, na pratica, é muito pouco pro-
vavel encontrar 3 pontos, dentre o conjunto total
de correspondéncia, que possam formar uma base
projetiva ideal semelhante ao esbocado na figura
1.

Desde que, como todo método nao-linear, o
método proposto necessita de uma estimagao ini-
cial, Fy, da matriz fundamental, podemos usar
esta estimagcao para conseguir pares de correspon-
déncias “virtuais” com as caracteristicas esbogadas
na figura 1. Isto pode ser realizado como segue:

1. Considerando apenas a imagem I, calcula-se
a altura h e a largura L do retangulo que en-
volve o conjunto de correspondéncias em I.
Neste caso, para que o triangulo e o retan-
gulo da figura 1 tenham mesma &rea e cen-
tréide, podemos colocar seus vértices nas co-
ordenadas m; = [a—2v/2L/3,7]", my = [a+
V2L/3,9 4+ h]T e mz = [u+ v2L/3,0 — h]T,
onde consideramos o centrdide do retangulo
igual a c, = [u,v]T;

2. Assim, os pontos que formam a base proje-
tiva em I’ podem ser : m) igual a inter-
seccao da reta [1,0, —a’ + 2v/2L'/3]T com a
reta epipolar 1] = Fom,;, m} igual a intersec-
cdo da reta [1,0, —@’ — +/2L'/3]T com a reta
1, = Fomm,, e mj igual a intersec¢do da reta
[1,0, =@’ + /2L’ /3]" com a reta 15 = Forng.
Aqui, L' é a largura do retangulo que envolve
as correspondéncias em I’ e @' é a abscissa do
centréide do conjunto de correspondéncias em
r.

Agora, alguns comentarios podem ser feitos:

e O item 1 garante que o triangulo formado pe-
los pontos mj, ms e m3 tenha a mesma area
e centréide das correspondéncias em I;

e Devido a simetria da matriz fundamental, a
largura L’ e & abscissa @/, o item 2 garante
para a I’ uma configuracao préxima ao es-
boco da figura 1;

Se Fy for uma boa estimagao da matriz fun-
damental, os pares virtuais (m;,m}) fun-
cionam como correspondéncias com ruido.
Neste caso, o algoritmo proposto deve ser ca-
paz de lidar com este problema. Contudo, se
Fo for uma estimacao grosseira, os pares fun-
cionam como falsas correspondéncias e nao
teremos resultados satisfatérios;

Com as bases projetivas formadas pelas cor-
respondéncias virtuais, o conjunto de correspon-
déncias deve ser convertido para o novo sistema
de coordenadas. Em seguida, utilizando a para-
metrizacdo da equacgao (4), a equagao (6) deve ser
resolvida utilizando algum método nao-linear. Por
ultimo, a matriz fundamental deve ser convertida
para o sistema de coordenadas original através da
equacao (5).

Na proxima secao, o algoritmo proposto é tes-
tado e comparado com o algoritmo da secao 3.2.

5 Resultados Experimentais

A metodologia utilizada nos experimentos foi a
seguinte.

1. As correspondéncias de pontos foram estabe-
lecidas através de uma técnica automética de-
senvolvida por nds e descrita em (de Franga
et al., 2004).

2. Dentre as N correspondéncias disponiveis, se-
lecionamos aleatoriamente 90 subconjuntos
de correspondéncias. O ntimero de correspon-
déncias, n(j), de um subconjunto j é dado
por

n(j)=0G+7), ji=1,..,90. (9)

3. Para cada subconjunto j, a matriz funda-
mental foi estimada pelo método proposto
e pelo método descrito na secao 3.2. Em
ambos os casos, utilizamos o algoritmo de 8
pontos para fornecer a estimacao inicial e o
método Levenberg-Marquardt (Press et al.,
1992) para resolver o problema de otimiza-
¢ao.

4. Para cada matriz fundamental estimada, F;,
calculamos o residuo dado por

N
1 _ . ~ —
Tz(Fj) = N Z dz(m;7 F]m2)+d2(mlv F?m;)
i=1
(10)
Este residuo foi utilizado como medida da
qualidade da matriz fundamental estimada.
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Figura 2: (a) “Cozinha”: uma das imagens de um par estéreo (epipolos no infinito); (b) gréfico do ajuste
da matriz fundamental estimada pelos dois métodos testados em funcao do nimero de pontos para a
imagem “cozinha”; (c¢) diferenga absoluta dos ajustes dos dois métodos para a imagem “cozinha”; (d)
“Escritério”: uma das imagens de outro par estéreo (epipolos préximo ao centro da imagem); (e) grafico
do ajuste para a imagem “escritério”; e; (f) diferenga absoluta dos ajustes dos dois métodos para a

imagem “escritério”.

5. Para medir a exatidao do algoritmo proposto,
também foi calculada a diferenca

o*(j) = [r3(F;) — ris(Fy)l, (1)

onde 72 e r3s sdo, respectivamente, o residuo do
método proposto e o do método da segao 3.2.

Esta metodologia foi aplicada a diversos pa-
res de imagens. Na figura 2, apresentamos os re-
sultados para dois pares. Um dos pares tem os
epipolos no infinito [par “cozinha”, ilustracao na
figura 2(a)] e o outro, epipolos préximo ao cen-
tro da imagem [par “escritério”, figura 2(d)]. Para
o par “cozinha”, foi utilizado um conjunto de 220
correspondéncias. J& para o par “escritério”, o ni-
mero de correspondéncias foi de 165.

O residuo [equagdo (10)] em fungao do nimero
de pontos, n(j), é apresentado nas figuras 2(b)
(para o par “cozinha”) e 2(e) (para o par “escri-
tério”). Além disso, nas figuras 2(c) e 2(f), apre-
sentamos os gréaficos de o2(j) em funcao de n(j)
para, respectivamente, o par “cozinha’” e o par “es-
critério”. Desde que, para um pequeno ntmero de
correspondéncias, o residuo é muito elevado, todos
os graficos sdo apresentados em escala logaritmica
para melhor visualizacao.

Analisando os resultados da figura 2, obser-
vamos que, com subconjuntos com 15 ou menos
correspondéncias, o algoritmo proposto nao obtém
uma boa estimacao de F. Isto ocorre porque, nes-
tes casos, o algoritmo de 8 pontos nao prové uma
boa estimacao inicial. Assim, como discutido na
secao 4, as correspondéncias virtuais funcionam
como falsas correspondéncias. Contudo, & medida
que o nimero de correspondéncias incluidas nos
subconjuntos aumenta, a estimacao obtida pelo
nosso algoritmo é tao boa quanto a obtida pelo
algoritimo da secao 3.2. No entanto, nosso algo-
ritmo é mais eficiente, pois tem custo computacio-
nal menor e rapida convergéncia. Na média, nosso
algoritmo precisa de apenas 5 iteragoes para con-
vergir. Contudo, devido a sua natureza complexa,
o outro algoritmo testado precisa em torno de 700
iteracoes.

6 Conclusao

Apresentamos um novo método nao-linear para
calculo da matriz fundamental. Para impor a res-
trigao de posto 2, o método usa uma parametriza-
cao bastante simples para a matriz fundamental.
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Esta tem a vantagem de possuir um espago de
busca reduzido, com apenas cinco variaveis des-
conhecidas. Testes experimentais mostram que o
novo método obtém resultados muito bons para
um conjunto de correspondéncias igual ou maior
a 15. Neste caso, a qualidade da matriz funda-
mental estimada é tao boa quanto a de outros
métodos nao-lineares. Contudo, os resultados sao
obtidos a um baixo custo computacional e com
rapida convergéncia. Assim, desde que, na mai-
oria dos casos, nao é dificil estabelecer mais que
15 correspondéncia entre imagens estereoscopicas,
a técnica proposta constitui um método rapido e
exato para a estimacao da matriz fundamental.
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